Théoreme de structure des polynémes symétriques

Référence :
Cours de mathématiques spéciales I : Algébre, Ramis

Déf. On dit que P est un polynéme symétrique si pour tout o €
Gn, on a P(X,ay, ... Xom)) = P(X1, ..., X5).

Théo. Soit P € A[Xy,..., X,] symétrique. Alors il existe un unique
polynome Q € A[Y1,...,Y,] tel que P(Xy, ..., X,,) = Q(31, ..., 2,).

Démonstration.
Notations : Dans A[X7,..., X,], on note X; le i®™¢ polyndome symé-
trique élémentaire. On note aussi (X;)g le i®™¢ polyndme symétrique

élémentaire évalué en X,, = 0.

NB. On peut constater que (3;)o est le i polynome symétrique
élémentaire de A[ X7, ..., Xp,—1].

o Existence

Soit A, , 'hypothese : "le théoreme est vérifié pour tout polyndme
de degré p € N a n € N* indéterminées". On va effectuer une
récurrence sur n € N* puis sur p € N.

A, ,, est vraie pour tout p € N. En effet, pour P = @, on a

P<X1) = Q(Xl) = Q(El)'

Supposons maintenant que A,,_; , est vraie pour tout p € N.
On travaille maintenant dans A[X7, ..., X,,] (n fixé). Par récur-
rence sur p, le degré de P.

Pour p=0, on a P = ¢ donc pour () = ¢, on a

P(Xl, ,Xn) == Q(El, 7Zn)

Supposons le résultat vérifié pour tout polynéome de degré infé-
rieur ou égal a p.

Soit P un polyndéme symétrique de A[X7,..., X,] de degré p.
Considérons P(X1, ..., X,,_1,0) qui est un polynéme symétrique

en (n — 1) variables. On peut donc lui appliquer le théoréme.
Il existe @1 € A[Xq, ..., Xp_1] tel que

P(X1, o, Xne1,0) = Q1((Z1)0, ey (St )o)-

Posons
P(Xy, .., X)) =P(Xy, ... X)) — @Q1(%1, .., X01)
On remarque que
P(Xq,...,Xn-1,0) =0.

On a ainsi X,,|P;. De plus, comme P; est symétrique, on a, pour
tout ¢ € [1,n], X;|Pi. On a donc %,, = [, X;|P;.
Il existe, par conséquent, P, € A[X7, ..., X,,] tel que

P =%,Ps.

Nous allons maintenant chercher a appliquer I’hypothese de ré-
currence sur P,. Nous voulons donc des informations sur son de-
gré. On a :
Py= Y apX*
keNn
11 existe kg € N" tel que |kyo| = deg(P») avec ax, # 0. On a
également

P = 5, ) apXF

keNn
= Y XD,
keNn
Or, comme |ko + (1,...,1)| = |ko| = n, on a donc

p > deg(Py) = deg(X,P,) > deg(P,) — n.
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Ainsi, on a deg(P2) < p —n et P, est symétrique.
On peut donc lui appliquer ’hypothése de récurrence sur Ps.
Il existe donc Q3 € A[Xq, ..., X,,] tel que

Py( Xy, ... X)) = Qa2(21, ..., By).
On obtient donc

PiX1, 0 X)) = SuPo(X1, s X0)
= EnQZ(Ely'“72n)

= Qg(zl, ceey En) avec Qg(Xl, ,Xn) = XnQQ(Xb

Posons maintenant

Q1(X1, ., Xp) = Qu( X1, o, Xp).
On obtient donc
P(X17 7Xn) - (Ql + Q?))(Zl? cey En) avec Tr(@l + Q5> é b
d’ou le résultat.
Unicité
Supposons qu'il existe Qq, Q2 € A[Xq, ..., X,,] tels que
P(Xy,.., X)) = Q1(X1, ..., 2,) = Qa(X1, ..., 20)

avec m(Q1) < p et m(Q2) < p.
On veut donc montrer que

(Q1 —Q2)(31,...,8,) = 0= Q1 = Q2

On va donc montrer que

QX .., X,) =0=Q =0 (%)

Soit B, ,, 'hypothese : "(x) est vraie pour tout polynéme de degré

p € N an € N* indéterminées".

B, est vrai pour tout p € N. En effet, si Q(3;) = Q(X;) =0,
ona@=0.

Supposons maintenant que B,,_;, est vraie pour tout p € N.
On travaille maintenant dans A[X7, ..., X,,] (n fixé). On fait une
récurrence sur p, le degré de P.

Pour p =0, on a @ = ¢ donc si Q(>, ..., %,) = 0 alors Q = 0.
Supposons que B,, ,_; est vraie.

Soit @ € A[Xq,...,X,] de degré p tel que Q(Xq,...,%,) = 0.
Effectuons la division euclidienne de @) par X,,. On a donc

Xn) QX X)) = S(X1, e, X)X+ R(X, ooy Xot)

donc par hypothese
Q(X1,...,2,) =521, .., )2, + R(X4, ..., 2,-1) = 0.
On évalue cette derniere égalité en X,, = 0 et on obtient :
Q((X1)0y -, (X0-1)0,0) = R((Z1)0y -, (Xn_1)0) = 0.
On a donc R = 0 par B,,_;,. L’égalité précédente devient donc
Q(X1, ..., 2,) =S (21, ..., L) Xy

Or, on sait que deg(S) < deg(Q) — 1 donc S = 0 par B,,,—1 d’ou
le résultat.
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