
Théorème de structure des polynômes symétriques

Référence :
Cours de mathématiques spéciales I : Algèbre, Ramis

Déf. On dit que P est un polynôme symétrique si pour tout σ ∈
Sn, on a P (Xσ(1), ..., Xσ(n)) = P (X1, ..., Xn).

Théo. Soit P ∈ A[X1, ..., Xn] symétrique. Alors il existe un unique
polynôme Q ∈ A[Y1, ..., Yn] tel que P (X1, ..., Xn) = Q(Σ1, ...,Σn).

Démonstration.
Notations : Dans A[X1, ..., Xn], on note Σi le ième polynôme symé-
trique élémentaire. On note aussi (Σi)0 le ième polynôme symétrique
élémentaire évalué en Xn = 0.

NB. On peut constater que (Σi)0 est le ième polynôme symétrique
élémentaire de A[X1, ..., Xn−1].

• Existence
SoitAn,p l’hypothèse : "le théorème est vérifié pour tout polynôme
de degré p ∈ N à n ∈ N∗ indéterminées". On va effectuer une
récurrence sur n ∈ N∗ puis sur p ∈ N.
A1,p est vraie pour tout p ∈ N. En effet, pour P = Q, on a

P (X1) = Q(X1) = Q(Σ1).

Supposons maintenant que An−1,p est vraie pour tout p ∈ N.
On travaille maintenant dans A[X1, ..., Xn] (n fixé). Par récur-
rence sur p, le degré de P .
Pour p=0, on a P = c donc pour Q = c, on a

P (X1, ..., Xn) = Q(Σ1, ...,Σn).

Supposons le résultat vérifié pour tout polynôme de degré infé-
rieur ou égal à p.
Soit P un polynôme symétrique de A[X1, ..., Xn] de degré p.
Considérons P (X1, ..., Xn−1, 0) qui est un polynôme symétrique

en (n− 1) variables. On peut donc lui appliquer le théorème.
Il existe Q1 ∈ A[X1, ..., Xn−1] tel que

P (X1, ..., Xn−1, 0) = Q1((Σ1)0, ..., (Σn−1)0).

Posons

P1(X1, ..., Xn) = P (X1, ..., Xn)−Q1(Σ1, ...,Σn−1)

On remarque que

P1(X1, ..., Xn−1, 0) = 0.

On a ainsi Xn|P1. De plus, comme P1 est symétrique, on a, pour
tout i ∈ J1, nK, Xi|P1. On a donc Σn = ∏n

i=1 Xi|P1.
Il existe, par conséquent, P2 ∈ A[X1, ..., Xn] tel que

P1 = ΣnP2.

Nous allons maintenant chercher à appliquer l’hypothèse de ré-
currence sur P2. Nous voulons donc des informations sur son de-
gré. On a :

P2 =
∑
k∈Nn

akX
k

Il existe k0 ∈ Nn tel que |k0| = deg(P2) avec ak0 6= 0. On a
également

ΣnP2 = Σn

∑
k∈Nn

akX
k

=
∑
k∈Nn

akX
k+(1,...,1).

Or, comme |k0 + (1, ..., 1)| = |k0| = n, on a donc

p ≥ deg(P1) = deg(ΣnP2) ≥ deg(P2)− n.
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Ainsi, on a deg(P2) ≤ p− n et P2 est symétrique.
On peut donc lui appliquer l’hypothèse de récurrence sur P2.
Il existe donc Q2 ∈ A[X1, ..., Xn] tel que

P2(X1, ..., Xn) = Q2(Σ1, ...,Σn).

On obtient donc

P1(X1, ..., Xn) = ΣnP2(X1, ..., Xn)
= ΣnQ2(Σ1, ...,Σn)
= Q3(Σ1, ...,Σn) avec Q3(X1, ..., Xn) = XnQ2(X1, ..., Xn)

Posons maintenant

Q̃1(X1, ..., Xn) = Q1(X1, ..., Xn−1).

On obtient donc

P (X1, ..., Xn) = (Q̃1 +Q3)(Σ1, ...,Σn) avec π(Q̃1 +Q3) ≤ p

d’où le résultat.
• Unicité

Supposons qu’il existe Q1, Q2 ∈ A[X1, ..., Xn] tels que

P (X1, ..., Xn) = Q1(Σ1, ...,Σn) = Q2(Σ1, ...,Σn)

avec π(Q1) ≤ p et π(Q2) ≤ p.
On veut donc montrer que

(Q1 −Q2)(Σ1, ...,Σn) = 0 =⇒ Q1 = Q2

On va donc montrer que

Q(Σ1, ...,Σn) = 0 =⇒ Q = 0 (∗)

Soit Bn,p, l’hypothèse : "(∗) est vraie pour tout polynôme de degré
p ∈ N à n ∈ N∗ indéterminées".

B1,p est vrai pour tout p ∈ N. En effet, si Q(Σ1) = Q(X1) = 0,
on a Q = 0.
Supposons maintenant que Bn−1,p est vraie pour tout p ∈ N.
On travaille maintenant dans A[X1, ..., Xn] (n fixé). On fait une
récurrence sur p, le degré de P .
Pour p = 0, on a Q = c donc si Q(Σ1, ...,Σn) = 0 alors Q = 0.
Supposons que Bn,p−1 est vraie.
Soit Q ∈ A[X1, ..., Xn] de degré p tel que Q(Σ1, ...,Σn) = 0.
Effectuons la division euclidienne de Q par Xn. On a donc

Q(X1, ..., Xn) = S(X1, ..., Xn)Xn +R(X1, ..., Xn−1)

donc par hypothèse

Q(Σ1, ...,Σn) = S(Σ1, ...,Σn)Σn +R(Σ1, ...,Σn−1) = 0.

On évalue cette dernière égalité en Xn = 0 et on obtient :

Q((Σ1)0, ..., (Σn−1)0, 0) = R((Σ1)0, ..., (Σn−1)0) = 0.

On a donc R = 0 par Bn−1,p. L’égalité précédente devient donc

Q(Σ1, ...,Σn) = S(Σ1, ...,Σn)Xn.

Or, on sait que deg(S) ≤ deg(Q)− 1 donc S = 0 par Bn,p−1 d’où
le résultat.

Leçons possibles : 142
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